
课程论文
COURSE PAPER

论文题目： 李代数表示论初步探究

学生姓名： 万俊成

学生学号： 516021910620
课程名称： 群与代数表示论

指导教师： 司梅

学院 (系)：电子信息与电气工程学院



李代数表示论初步探究

第一章 基本知识

1.1 李代数

我探究的是复数域 ℂ上有限维李代数的结构和表示论。本次的研究内容大
多数参考了《李代数》（万哲先著）。此外，我也尽量和我们的课本《群与代数表
示引论》（冯克勤著）关联。

李代数 首先需要了解复数域 ℂ上有限维李代数的定义。假设 g是复数域 ℂ上
的有限维线性空间，并且 g作为环，其元素之间满足某个乘法运算 [⋅, ⋅]，即对于
g中任意两元素 𝑋，𝑌，[𝑋, 𝑌 ] ∈ g。同时，该乘法运算 [⋅, ⋅]满足三个条件：

1. 关于第一个变量的线性性：∀𝑋1, 𝑋2, 𝑌 ∈ g, ∀𝜆1, 𝜆2 ∈ ℂ, [𝜆1𝑋1 +
𝜆2𝑋2, 𝑌 ] = 𝜆1[𝑋1, 𝑌 ] + 𝜆2[𝑋2, 𝑌 ]。

2. 反对称性：∀𝑋, 𝑌 ∈ g, [𝑋, 𝑌 ] = −[𝑌 , 𝑋]。
3. Jacobi恒等式：∀𝑋, 𝑌 , 𝑍 ∈ g, [𝑋, [𝑌 , 𝑍]] + [𝑌 , [𝑍, 𝑋]] + [𝑍, [𝑋, 𝑌 ]] = 0。

由于李代数作为环不满足结合律，为非结合环。所以它和课本第三章 1.1.1的定
义是不同的。对于 Jacobi恒等式这个的条件，上网了解到是为了李代数能确定
李群的局域性质。由乘法运算的第二个条件得到李代数具有性质：

4. ∀𝑋 ∈ g, [𝑋, 𝑋] = 0。

矩阵李代数 设 𝐺𝐿(𝑛, ℂ) 是复数域 ℂ 上所有 𝑛 × 𝑛 矩阵的集合，其对于矩
阵加法和数乘组成 ℂ 上的一个 𝑛2 维线性空间。定义乘法 [⋅, ⋅] 为：∀𝑋, 𝑌 ∈
𝐺𝐿(𝑛, ℂ), [𝑋, 𝑌 ] = 𝑋𝑌 − 𝑌 𝑋。那么，𝐺𝐿(𝑛, ℂ)组成一个李代数。

单李代数 如果李代数 g除了自身和 {0}这两个理想外，不再有其它的理想，那
么称 g是单李代数。易知，一维李代数是单李代数，维数大于 1的交换李代数非
单李代数。

1.2 其他定义

内导子 设 g由 𝑟个李代数组成，设 𝐴 ∈ g，定义内导子 adg𝐴 ∈ 𝐺𝐿(𝑟, ℂ)：

adg𝐴(𝑋) = [𝐴, 𝑋], 𝑋 ∈ g

那么，adg𝐴不仅仅是 g上的线性变换，而且满足条件：

adg𝐴([𝑋, 𝑌 ]) = [adg𝐴(𝑋), 𝑌 ] + [𝑋, adg(𝑌 )]
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李代数表示论初步探究

容易证明，从 g中元素到内导子的映射：

𝐴 ⟶ adg𝐴

是一个同态映射。

Cartan内积 定义 g上的内积 (⋅, ⋅)如下所示：

(𝑋, 𝑌 ) = 𝑡𝑟(adg𝑋adg𝑌 )

容易证明，内积 (⋅, ⋅)是一个对称双线性函数。研究者也称其为 Killing型。

1.3 Cartan子代数
设 g是李代数，h为它的某个幂零子代数。所有的线性变换 adg𝐻(𝐻 ∈ h)组

成一个 g上的幂零子代数，记为 adgh。
根据已有的定理，李代数 g有直和分解：

g = ∑
𝜙∈𝛥

g𝜙
adgh

其中 𝛥是 adgh的权的集合，定义为：

𝛥 = {𝜙 ∈ adgh上的取复数值的函数 ∶ 𝐻𝑣 = 𝜙(𝐻)𝑣, ∀𝐻 ∈ h}

而 g𝜙
adgh
称为权 𝜙的权子空间，定义为：

g𝜙
adgh

= {𝑣 ∈ g ∶ ∃𝑛 ∈ ℕ+, 𝑠.𝑡. (𝐻 − 𝜙(𝐻)𝐼)𝑛𝑣 = 0, ∀𝐻 ∈ adgh}

注意到，这里的这个权子空间很类似于高等代数中学的广义特征向量子空间，而
且具有一些和广义特征向量子空间相同的性质。比如 𝑛 = dim g𝜙

adgh
即有 (𝐻 −

𝜙(𝐻)𝐼)𝑛𝑣 = 0。
当满足下面的条件：

h = g0
adgh

我们称 h为 g的一个 Cartan子代数。

1.4 李代数的表示

设 g是某个李代数，𝑉 是复数域上的有限维线性空间，从 g映入 𝐺𝐿(𝑉 )的
一个同态 𝜌 ∶ 𝑋 → 𝜌(𝑋)称为李代数 g的线性表示。两个李代数表示 𝜌1, 𝜌2 称为
等价，当且仅当存在可逆映射 𝑃，满足 ∀𝑋 ∈ g, 𝑃 𝜌1(𝑋) = 𝜌2(𝑋)𝑃。同样类似本
课程的内容，也有李代数表示的和：

𝜌(𝑋)(𝑣1 + 𝑣2) = 𝜌1(𝑋)𝑣1 + 𝜌2(𝑋)𝑣2
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Kronecker积：

𝜌(𝑋)(𝑣1 ⊗ 𝑣2) = 𝜌1(𝑋)𝑣1 ⊗ 𝑣2 + 𝑣1 ⊗ 𝜌2(𝑋)𝑣2

另外，还有星表示或逆步表示：

(𝑣, 𝜌∗(𝑋)(𝑣∗)) = −(𝜌(𝑋)𝑣, 𝑣∗), 𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑣∗ ∈ 𝑉 ∗
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第二章 典型李代数

这里大概介绍四种典型李代数，分别为 𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝐶𝑛, 𝐷𝑛。它们均为矩阵李代数
的子代数，同时也是单李代数，

2.1 𝐴𝑛

矩阵李代数 𝐺𝐿(𝑛 + 1, ℂ) 中所有迹为 0 的矩阵组成一个子代数，记为 𝐴𝑛，
则有 dim𝐴𝑛 = 𝑛2 + 2𝑛。此外，𝐴𝑛 本身为 𝐺𝐿(𝑛 + 1, ℂ) 的理想，因为，∀𝑋 ∈
𝐺𝐿(𝑛 + 1, ℂ), ∀𝑌 ∈ 𝐴𝑛� 𝑡𝑟([𝑋, 𝑌 ]) = 𝑡𝑟(𝑋𝑌 − 𝑌 𝑋) = 𝑡𝑟(𝑋𝑌 ) − 𝑡𝑟(𝑌 𝑋) = 0，从而
[𝑋, 𝑌 ] ∈ 𝐴𝑛。𝐺𝐿(𝑛 + 1, ℂ)中所有迹为 0的对角矩阵组成 𝐴𝑛 的一个 𝑛维交换子
代数𝐻𝑛。具体的，设对角矩阵

𝐻𝜆1,⋯,𝜆𝑚 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜆1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜆𝑛+1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑠.𝑡.
𝑛+1

∑
𝑖=1

𝜆𝑖 = 0

这样所有的𝐻𝜆1,⋯,𝜆𝑛+1 即为该 𝑛维交换子代数𝐻𝑛。
以 𝐸𝑖𝑘 表示 𝑖行 𝑘列位置上的元素为 1，而其余位置的元素为 0的矩阵，再

令：

𝐻𝜆𝑖−𝜆𝑘 = 𝐸𝑖𝑖 − 𝐸𝑘𝑘, (𝑖 ≠ 𝑘)
𝐸𝜆𝑖−𝜆𝑘 = 𝐸𝑖𝑘, (𝑖 ≠ 𝑘)

那么，我们有：

𝐴𝑛 = span(𝐻𝑛 ∪ {𝐸𝜆𝑖−𝜆𝑘 ∶ 𝑖 ≠ 𝑘, 𝑖, 𝑘 = 1, 2, ⋯ , 𝑛 + 1})

其中下标集合 {𝜆𝑖 − 𝜆𝑘 ∶ 𝑖 ≠ 𝑘, 𝑖, 𝑘 = 1, 2, ⋯ , 𝑛 + 1} 中的每个元素称为 𝐴𝑛 的
根，如果 𝑛 ≥ 2，固定一个根，则 𝐴𝑛 的任意一个根都可以从该固定根和其他
根逐次添加得到。𝐴𝑛 的结构公式如下（这不难由矩阵李代数的乘法运算定义
[𝑋, 𝑌 ] = 𝑋𝑌 − 𝑌 𝑋 得到）：

[𝑋1, 𝑋2] = 0, 对任意的𝑋1, 𝑋2 ∈ 𝐻𝑛

[𝐻𝜆1,⋯,𝜆𝑛+1 , 𝐸𝛼] = 𝛼𝐸𝛼, 对任一根𝛼
[𝐸𝛼, 𝐸−𝛼] = 𝐻𝛼, 对任一根𝛼

[𝐸𝛼, 𝐸𝛽] =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0, 若𝛼 + 𝛽不是根
±𝐸𝛼+𝛽 , 若𝛼 + 𝛽是根
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2.2 𝐵𝑛、𝐶𝑛和 𝐷𝑛

设𝑀 是 𝑛 × 𝑛矩阵，适合条件：

𝑋𝑀 + 𝑀𝑋′ = 0 (2–1)

的所有 𝑛 × 𝑛复系数矩阵 𝑋 组成一个线性李代数，记为 𝐺𝐿(𝑛, 𝑀, ℂ)。如果 𝑋, 𝑌
为该李代数 𝐺𝐿(𝑛, 𝑀, ℂ)中元素，那么有 𝑋𝑀 + 𝑀𝑋′ = 0和 𝑌 𝑀 + 𝑀𝑌 ′ = 0，
从而有：

[𝑋, 𝑌 ]𝑀 + 𝑀[𝑋, 𝑌 ]′ = (𝑋𝑌 − 𝑌 𝑋)𝑀 + 𝑀(𝑋𝑌 − 𝑌 𝑋)′

= 𝑋𝑌 𝑀 − 𝑌 𝑋𝑀 + 𝑀𝑌 ′𝑋′ − 𝑀𝑋′𝑌 ′

= −𝑋𝑀𝑌 ′ + 𝑌 𝑀𝑋′ − 𝑌 𝑀𝑋′ + 𝑋𝑀𝑌 ′

= 0

当𝑀1合同于𝑀2时，设𝑀1 = 𝑇 𝑀2𝑇 ′，那么有：

𝑋𝑀1 + 𝑀1𝑋′ = 𝑋𝑇 𝑀2𝑇 ′ + 𝑇 𝑀2𝑇 ′𝑋′

= 𝑇 (𝑇 −1𝑋𝑇 )𝑀2𝑇 ′ + 𝑇 𝑀2(𝑇 −1𝑋𝑇 )′𝑇 ′

= 𝑇 [(𝑇 −1𝑋𝑇 )𝑀2 + 𝑀2(𝑇 −1𝑋𝑇 )′]𝑇 ′

从而 𝐺𝐿(𝑛, 𝑀1, ℂ)和 𝐺𝐿(𝑛, 𝑀2, ℂ)同构。
下面讨论𝑀 为可逆对称矩阵、可逆反对称矩阵两种情况。
当𝑀 为可逆对称矩阵时，𝑀 或者合同于：

[
0 𝐼𝑘
𝐼𝑘 0 ]

, 当𝑛 = 2𝑘为偶数

或者合同于：
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 0 𝐼𝑘
0 𝐼𝑘 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 当𝑛 = 2𝑘 + 1为奇数

记 𝑛 = 2𝑘+1是奇数时𝐺𝐿(𝑛, 𝑀, ℂ) = 𝐵𝑘，而 𝑛 = 2𝑘是偶数时𝐺𝐿(𝑛, 𝑀, ℂ) = 𝐷𝑘。
其中，𝐵𝑘, 𝐷𝑘均为 𝐺𝐿(𝑛, 𝑀, ℂ)的子代数。
当𝑀 为可逆反对称矩阵时，𝑛只能为偶数，设 𝑛 = 2𝑘，那么任一可逆反对

称矩阵合同于：

[
0 𝐼𝑘

−𝐼𝑘 0 ]

相应的代数称为辛代数，记为 𝐶𝑘。
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首先，令矩阵 𝑆 为：

𝑆 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0
0 0 𝐼𝑘
0 𝐼𝑘 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

将 (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1)的矩阵 𝑋 作和 𝑆 同样的分块：

𝑋 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎 𝑢 𝑣
𝑤 𝐴11 𝐴12
𝑧 𝐴21 𝐴22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

带入条件：
𝑋𝑆 + 𝑆𝑋′ = 0

可以得到下面的约束：

𝑎 = 0, 𝑤 = −𝑣′, 𝑧 = −𝑢′, 𝐴11 = −𝐴′
22, 𝐴12 = −𝐴′

12, 𝐴21 = −𝐴′
21

从而有 𝐵𝑛的一般表达式：

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑢 𝑣
−𝑣′ 𝐴11 𝐴12
−𝑢′ 𝐴21 −𝐴′

11

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐴′
12 = −𝐴12, 𝐴′

21 = −𝐴21

可以看出 𝐵𝑛的维数 dim𝐵𝑛 = 2𝑛2 + 𝑛。
和 𝐴𝑛一样，我们想探讨 𝐵𝑛的结构。我们仍然先从 𝐵𝑛的交换子代数𝐻𝑛入

手，设𝐻𝜆1,⋯,𝜆𝑛 = diag(0, 𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑛, −𝜆1, −𝜆2, ⋯ , −𝜆𝑛)。所有的𝐻𝜆1,⋯,𝜆𝑛 构成 𝑛
维交换子代数𝐻𝑛。再令：

𝐸𝜆𝑖−𝜆𝑘 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
𝐸𝑖𝑘

−𝐸𝑘𝑖

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐸−𝜆𝑖+𝜆𝑘 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
𝐸𝑘𝑖

−𝐸𝑖𝑘

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑖 < 𝑘

𝐸𝜆𝑖+𝜆𝑘 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0 𝐸𝑖𝑘 − 𝐸𝑘𝑖

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐸−𝜆𝑖−𝜆𝑘 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0

−𝐸𝑖𝑘 + 𝐸𝑘𝑖 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑖 < 𝑘

𝐸𝜆𝑖 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 𝑒𝑖
−𝑒′

𝑖 0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐸−𝜆𝑖 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −𝑒𝑖
0

𝑒′
𝑖 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,
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𝐻𝜆𝑖−𝜆𝑘 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
𝐸𝑖𝑖 − 𝐸𝑘𝑘

−𝐸𝑖𝑖 + 𝐸𝑘𝑘

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐻𝜆𝑖+𝜆𝑘 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
𝐸𝑖𝑖 + 𝐸𝑘𝑘

−𝐸𝑖𝑖 − 𝐸𝑘𝑘

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑖 < 𝑘

𝐻𝜆𝑖+𝜆𝑘 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
𝐸𝑖𝑖

−𝐸𝑖𝑖

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

其中 𝑒𝑖表示第 𝑖个分量为 1，其余分量为 0的 𝑛维向量。我们有：

𝐵𝑛 = span(⋃
𝑖<𝑘

𝐸±𝜆𝑖±𝜆𝑘 ⋃
𝑖

𝐸±𝜆𝑖)

其中，±𝜆𝑖 ± 𝜆𝑘(𝑖 < 𝑘)和 ±𝜆𝑖 称为 𝐵𝑛 的根。类似 𝐴𝑛 的结构规则，𝐵𝑛 也有相同
的结构公式。
对子代数于 𝐶𝑛, 𝐷𝑛，通过类似于 𝐵𝑛的分块矩阵讨论的方式，可以分别得到

其维数为 dim𝐶𝑛 = 2𝑛2 + 𝑛, dim𝐷𝑛 = 2𝑛2 − 𝑛。
以上介绍的四个典型的李代数 𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝐶𝑛, 𝐷𝑛都是单代数。

定理 2.1 李代数 𝐴𝑛(𝑛 ≥ 1), 𝐵𝑛(𝑛 ≥ 1), 𝐶𝑛(𝑛 ≥ 1), 𝐷𝑛(𝑛 ≥ 3)都是单代数。
下面简要给出定理 2.1中 𝐴𝑛(𝑛 ≥ 1) 是单代数的证明，𝐵𝑛(𝑛 ≥ 1), 𝐶𝑛(𝑛 ≥

1), 𝐷𝑛(𝑛 ≥ 3)的证明同理。

证明 设 𝐼 是 𝐴𝑛的一个非 0理想，我们需要证明 𝐼 = 𝐴𝑛。在 𝐼 中任取一非 0元
素：

0 ≠ 𝐴 = 𝐴0 + ∑
𝛼∈𝛴

𝜆𝛼𝐸𝛼

其中 𝐴0 ∈ 𝐻𝑛 而 𝛴 表示 𝐴𝑛 的所有根的集合。不妨假定有一个 𝜆𝛼 ≠ 0；不然
0 ≠ 𝐴 = 𝐴0 ∈ 𝐻𝑛，那么由𝐴𝑛的结构公式可知，存在𝐸𝛼使得 [𝐴0, 𝐸𝛼] = 𝛼0𝐸𝛼 ≠ 0，
这样 𝐸𝛼 ∈ 𝐼。
那么，可以假设有一个 𝜆𝛼 ≠ 0，由 𝐴 ∈ 𝐼 可以得到：

[𝐻, ⋯ , [𝐻, [𝐻, 𝐴]] ⋯](𝑟个括号) = ∑
𝛼∈𝛴

𝜆𝛼𝛼𝑟𝐸𝛼 ∈ 𝐼, 𝑟 = 1, 2, ⋯

将不同的 𝑟对应的式子乘以某个范德蒙德行列式 𝑉 (𝜆0
1, ⋯ , 𝜆0

𝑛)中 𝛼𝑟 的代数
余子式，然后相加，可以得到 𝑉 (𝜆0

1, ⋯ , 𝜆0
𝑛)𝜆𝛼𝐸𝛼 ∈ 𝐼。从而推出 𝐸𝛼 ∈ 𝐼。 □
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第三章 一个三维单李代数的表示

3.1 三维单李代数

设 g3是 3 × 3的复系数反对称矩阵组成的一个三维单代数，那么 dim g3 = 3。
其中一组基为：

𝑀1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑀2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1
0 0 0

−1 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑀3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

对应的结构公式为：

[𝑀1, 𝑀2] = 𝑀3, [𝑀2, 𝑀3] = 𝑀1, [𝑀3, 𝑀1] = 𝑀2

下面，令：

𝐻 = 𝑖𝑀3, 𝐸1 = 𝑖(𝑀1 + 𝑖𝑀2), 𝐸−1 = 𝑖(𝑀1 − 𝑖𝑀2)

则有：
[𝐻, 𝐸1] = 𝐸1, [𝐻, 𝐸−1] = −𝐸−1, [𝐸1, 𝐸−1] = 2𝐻

我认为，这里是为了将原本的基𝑀1, 𝑀2, 𝑀3进行变换，得到新的基𝐻, 𝐸1, 𝐸−1。
在新的基下，能够更加方便地研究 g3的代数表示。
容易证明，h = {𝐻}是 g3 的一个 Cartan子代数（因为和 𝐸1，𝐸2 作用后不

为 0）。h的两个根是 𝜆和 −𝜆，即

[𝜆𝐻, 𝐸1] = 𝜆𝐸1, [𝜆𝐻, 𝐸−1] = −𝜆𝐸−1

而相应的根向量为 𝐸1和 𝐸−1。

3.2 g3的表示

我们想要研究 g3 的表示。假设 (𝑉 , 𝜌)是 g3 的某个表示，我们把 𝜌(𝐻)的特
征根称为 𝜌的权，而 𝜌(𝐻)的非零特征向量称为 𝜌的权向量。首先，我们有：

引理 3.1 设 𝑣是 𝜌的一个权向量，相应于权𝑚，即有 𝜌(𝐻)𝑣 = 𝑚𝑣。如果 𝜌(𝐸1)𝑣 ≠
0，则 𝜌(𝐸1)𝑣是相应于权 𝑚 + 1的权向量；如果 𝜌(𝐸−1)𝑣 ≠ 0，则 𝜌(𝐸−1)𝑣是相应
于权 𝑚 − 1的权向量。
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证明 𝜌(𝐻)(𝜌(𝐸1)𝑣) = 𝜌([𝐻, 𝐸1])𝑣 + 𝜌(𝐸1)(𝜌(𝐻)𝑣) = 𝜌(𝐸1)𝑣 + 𝜌(𝐸1)𝑚𝑣 = (𝑚 +
1)𝜌(𝐸1)𝑣
𝜌(𝐻)(𝜌(𝐸−1)𝑣) = 𝜌([𝐻, 𝐸−1])𝑣 + 𝜌(𝐸−1)(𝜌(𝐻)𝑣) = −𝜌(𝐸−1)𝑣 + 𝜌(𝐸−1)𝑚𝑣 = (𝑚 −
1)𝜌(𝐸−1)𝑣 □

因为 𝑉 是有限维的，所以根据上述引理，知道 𝜌 总有一个权向量 𝑣 满足
𝜌(𝐸1)𝑣 = 0。设该权向量 𝑣的权为 𝑗，记 𝑣 = 𝑣𝑗，那么有

𝜌(𝐻)𝑣𝑗 = 𝑗𝑣𝑗

令：
𝑣𝑗−1 = 𝜌(𝐸−1)𝑣𝑗 , 𝑣𝑗−2 = 𝜌(𝐸−1)𝑣𝑗−1, ⋯

从而，类似上面的证明，可以得到：

𝜌(𝐸1)𝑣𝑚 = (𝑗 − 𝑚)(𝑗 + 𝑚 + 1)𝑣𝑚+1

𝜌(𝐸1)𝑣𝑚−1 = (𝑗 − 𝑚 + 1)(𝑗 + 𝑚)𝑣𝑚

设 𝑗′是第一个数，使：

𝑣𝑗′ ≠ 0 并且 𝜌(𝐸−1)𝑣𝑗′ = 𝑣𝑗′−1 = 0

那么，也就有：
𝜌(𝐸1)𝑣𝑗′−1 = (𝑗 − 𝑗′ + 1)(𝑗 + 𝑗′) = 0

由于 𝑗 − 𝑗′ + 1 ≥ 1，所以有 𝑗 + 𝑗′ = 0。这样，权值 𝑗为非负整数或者半整数。（因
为 𝑗′=𝑗 减去某个非负整数）。更进一步，可以证明：

𝑣𝑗 , 𝑣𝑗−1, ⋯ , 𝑣−𝑗

生成 𝜌的一个不可约不变子空间。这即为下述定理。

定理 3.2 设 𝜌是 g3 的一个不可约表示，表示空间为 𝑉，于是 dim𝑉 = 2𝑗 + 1，
其中 𝑗 为非负整数或半整数的权值，满足 𝜌(𝐻)𝑣𝑗 = 𝑗𝑣𝑗 而 𝜌(𝐸1)𝑣𝑗 = 0，而且我
们可以在 𝑉 中选一组基 𝑣𝑗 , 𝑣𝑗−1, ⋯ , 𝑣−𝑗 使得：

𝜌(𝐻)𝑣𝑚 = 𝑚𝑣𝑚

𝜌(𝐸−1)𝑣𝑚 = 𝑣𝑚−1

𝜌(𝐸1)𝑣𝑚 = (𝑗 − 𝑚)(𝑗 + 𝑚 + 1)𝑣𝑚+1

对于 𝑚 = 𝑗, 𝑗 − 1, ⋯ , −𝑗，其中 𝑣𝑗+1 = 𝑣−𝑗−1 = 0。
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证明 首先，容易知道 𝑉 在 𝜌 的作用下不变。其次，假设 𝑉 ′ 是 𝑉𝑗 在 𝜌 的作
用下不变的子空间，设 𝑉 ′ ≠ 0，那么 𝜌(𝐻) 在 𝑉 ′ 中一定有一个特征值 𝑘 ∈
{𝑗, 𝑗 − 1, ⋯ , −𝑗}。因为 𝑉 中 𝜌(𝐻)的特征值都是单的，故 𝑉 ′一定含有 𝑣𝑘，那么
利用上面的三个公式，可以推出 𝑣𝑗 , 𝑣𝑗−1, ⋯ , 𝑣−𝑗 都属于 𝑉 ′，即为 𝑉 ′ = 𝑉。这边
证明了 𝑉 的不可约性。 □

这时，我们称 𝑗 为不可约表示 𝜌的首权（首个基在 𝜌(𝐻)下的权值）。因此，
g3的两个不可约表示等价，当且仅当它们有相同的首权。
反过来，同样可以根据首权 𝑗 来定义不可约表示。

定理 3.3 任给一个非负整数或者半整数 𝑗，可以按照定理3.2中的公式来定义 g3
的一个不可约表示 𝜌，其首权为 𝑗。

证明 首先，当 𝜌满足定理3.2中的公式时，可以验证如下结果：

[𝜌(𝐻), 𝜌(𝐸1)] = 𝜌(𝐸1)
[𝜌(𝐻), 𝜌(𝐸−1)] = −𝜌(𝐸−1)
[𝜌(𝐸1), 𝜌(𝐸−1)] = 2𝜌(𝐻)

这证明了 𝜌确实是 g3 的一个表示（满足同态性质）。又由定理3.2中关于 𝑉 不可
约性的证明，说明 𝜌是不可约表示。 □

上述的定理3.2和定理3.3可以用来求解 g3 的不可约表示的问题。记 𝑉𝑗 , (𝜌𝑗)
为 g3的首权为 𝑗 的不可约表示。由上述讨论知道，𝜌𝑗 是 2𝑗 + 1级的表示。
通过定理3.2可以得到下述推论：

推论 3.4 设 𝑣为 𝑉𝑖中权威 𝑟的向量。设 𝑝为使得 𝜌𝑗(𝐸−1)𝑝𝑣 ≠ 0的最大非负整数，
𝑞为使得 𝜌𝑗(𝐸1)𝑞𝑣 ≠ 0的最大非负整数，那么有 2𝑟 = −(𝑞 − 𝑝)，并且 𝑝 + 𝑞 = 2𝑗。
此外，𝜌𝑗(𝐸−1)𝑖𝜌𝑗(𝐸1)𝑞𝑣 ≠ 0, (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 + 𝑞)而 𝜌𝑗(𝐸−1)𝑖𝜌𝑗(𝐸1)𝑞𝑣是属于权 𝑟 + 𝑞 − 𝑖
的向量。

证明 因为 𝜌𝑗(𝐻)的特征根都是单的，所以 𝑣与 𝑣𝑟线性相关，因此不妨设 𝑣 = 𝑣𝑟。
根据定理3.2中的公式知道，如果 𝜌𝑗(𝐸1)𝑖𝑣𝑟 ≠ 0，则有 𝜌𝑗(𝐸1)𝑖𝑣𝑟属于权 𝑟 + 𝑖，因此
与 𝑣𝑟+𝑖线性相关。于是，由 𝜌𝑗(𝐸1)𝜌𝑗(𝐸1)𝑞𝑣𝑟 = 0推出 𝑟+𝑞 = 𝑗。同理，有 𝑟−𝑞 = −𝑗，
将 𝑟 + 𝑞 = 𝑗 与 𝑟 − 𝑝 = −𝑗 相加得到 2𝑟 = −(𝑞 − 𝑝)，相减得到 𝑝 + 𝑞 = 2𝑗。 □

下面的定理解决了寻求 g3的一切表示的问题。

定理 3.5 g3的任一表示皆完全可约。

第 10页共 12页



李代数表示论初步探究

证明 首先，引进 g3的表示 𝜌的 Casimir算子：

𝜌(𝐺) = −1
2(𝜌(𝑀1)2 + 𝜌(𝑀2)2 + 𝜌(𝑀3)2)

= 1
4(𝜌(𝐸1)𝜌(𝐸−1) + 𝜌(𝐸−1)𝜌(𝐸1)) + 1

2𝜌(𝐻)2

容易验证，𝜌(𝐺)与 𝜌(g3)中每个线性变换皆交换。因此，如果 𝜌是不可约表示，
则根据 Schur引理，𝜌(𝐺)是恒同变换的倍数。特别的，如果 𝜌𝑗 是首权为 𝑗 的不
可约表示，则有：

𝜌𝑗(𝐺) = 1
2𝑗(𝑗 + 1)𝐼

实际上：

𝜌𝑗(𝐺)𝑣𝑚 = [1
4(𝜌𝑗(𝐸1)𝜌𝑗(𝐸−1) + 𝜌𝑗(𝐸−1)𝜌𝑗(𝐸1)) + 1

2𝜌𝑗(𝐻)2]𝑣𝑚

= 1
4𝜌𝑗(𝐸1)𝑣𝑚−1 + 1

4𝜌𝑗(𝐸−1)(𝑗 − 𝑚)(𝑗 + 𝑚 + 1)𝑣𝑚+1 + 1
2𝑚2𝑣𝑚

= 1
4(𝑗 − 𝑚 + 1)(𝑗 + 𝑚)𝑣𝑚 + 1

4(𝑗 − 𝑚)(𝑗 + 𝑚 + 1)𝑣𝑚 + 1
2𝑚2𝑣𝑚

= 1
2𝑗(𝑗 + 1)𝑣𝑚, (𝑚 = 𝑗, 𝑗 − 1, ⋯ , −𝑗)

即证。 □

引理 3.6 如果 g3 的一个表示 𝜌恰好包含两个不可约表示，即 𝜌的表示空间 𝑉
包含有两个不可约的不变子空间，𝑉0和其对应的商空间 𝑉 /𝑉0，那么 𝑉 有不变子
空间 𝑉 ′存在，使得 𝑉 可以分解为 𝑉0和 𝑉 ′的直和：𝑉 = 𝑉0 ⊕ 𝑉 ′。

该引理的证明颇有几分复杂，这里暂时略去。主要是对于两个不可约表示 𝜌𝑗 , 𝜌𝑗′

中 𝑗 = 𝑗′与 𝑗 ≠ 𝑗′进行讨论。
这里指出，可以通过引理3.6来证明定理3.2。

证明 设 𝜌是 g3的一个表示，表示空间为 𝑉，再设 𝑉0是 𝜌的一个不可约不变子
空间。假定定理3.2对于维数较 𝑉 低的表示空间成立，那么有：

𝑉 /𝑉0 = ̄𝑉1 + ̄𝑉2 + ⋯ + ̄𝑉𝑚

其中 ̄𝑉1, ̄𝑉2, ⋯ , ̄𝑉𝑚 都是 𝑉 /𝑉0 的不可约不变子空间。以 𝑈𝑖 表示 𝑉 中向量在自然
同态：

𝑉 → 𝑉 /𝑉0

之下映到 ̄𝑉𝑖去的那些向量所构成的子空间，则有：

𝑈𝑖/𝑉0 = ̄𝑉𝑖
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于是，根据引理3.6，𝑈𝑖有不可约不变子空间 𝑉𝑖使得

𝑈𝑖 = 𝑉0 + 𝑉𝑖

那么：
𝑉 = 𝑉0 + 𝑉1 + 𝑉2 + ⋯ + 𝑉𝑚

这就证明了 𝜌是完全可约的。 □

上述推论3.4可以通过如下的推广。证明方式类似于推论3.4，只需要通过定
理将表示 𝜌分解成不可约表示的和，然后根据定理将每个不可约表示和 𝜌𝑗 等价
即可。

引理 3.7 设 𝜌是 g3 的一个表示，则 𝜌的权都是整数或半整数。设 𝑣是 𝜌的表
示空间 𝑉 中属于权 𝑟的一个向量。如果以 𝑝表示最大非负整数使得 𝜌(𝐸−1)𝑝𝑣 ≠
0，而以 𝑞 表示最大非负整数使得 𝜌(𝐸1)𝑞𝑣 ≠ 0，那么有 2𝑟 = −(𝑞 − 𝑝)。此外，
𝜌(𝐸−1)𝑖𝜌(𝐸1)𝑞𝑣 ≠ 0, (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 + 𝑞)而 𝜌(𝐸−1)𝑖𝜌(𝐸1)𝑞𝑣是属于权 𝑟 + 𝑞 − 𝑖的向量。
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